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к успешной сдаче ЕГЭ и ГИА. Основными дидакти-
ческими функциями рабочих тетрадей являются [4]:

•	 повышение степени наглядности и доступности 
для учащихся учебного материала;

•	 в максимальной степени развитие познаватель-
ной деятельности учащихся;

•	 интенсификация труда учащихся.
Одной из первых рабочих тетрадей по математике 

считают тетради, разработанные М. Б. Воловичем 
[6], в основу которых положена теория усвоения 
(Л. С. Выготский, А. Н. Леонтьев, П. Я. Гальперин 
и др.). В настоящее время существует большое коли-
чество рабочих тетрадей по математике для основной 
и старшей школы, разработанных авторами-состави-
телями учебных программ и учебников, методистами.

Благодаря активному внедрению в учебный про-
цесс информационных технологий в 2005–2008 годах 

Совершенствование методов, средств обучения 
и методической системы в целом является одной из 
актуальнейших задач современной педагогической 
науки и включает в себя разработку вопросов все-
сторонней активизации процесса обучения.

В настоящее время широкое распространение в об-
разовательном процессе получили рабочие тетради, 
являющиеся пособиями одноразового использования 
и предназначенные для организации самостоятельной 
работы учащихся. Современные рабочие тетради со-
держат различные виды заданий на усвоение и закре-
пление нового материала, задания, направленные на 
формирование метапредметных умений и личностных 
качеств учеников, лабораторные работы, задания 
развивающего и исследовательского характера, ко-
торые позволяют проводить индивидуализированное 
и дифференцированное обучение, готовить учащихся 
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Аннотация
В статье дана краткая история появления в образовательном процессе школы рабочих тетрадей, возникновения электрон-

ных рабочих тетрадей в результате внедрения информационных технологий и интерактивных геометрических сред. Описана 
методика обучения математике с использованием рабочей тетради на печатной основе и электронного пособия, содержащего 
задания для выполнения их в интерактивной геометрической среде. Приведен конспект урока-практикума в XI классе по теме 
«Графический метод решения уравнений и неравенств с параметром», разработанный на основе данной методики.
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(проект «Информатизация системы образования») 
и появлению новых электронных образовательных 
ресурсов, таких как «Живая математика», «Ма-
тематический конструктор», GeoGebra, возникает 
новое средство для организации работы учащих-
ся — электронная рабочая тетрадь. Функции такой 
рабочей тетради описаны в статье Д. Н. Петриченко, 
С. Н. Позднякова и В. И. Рыжика [8]:

•	 осуществление верификации предложенных 
решений, геометрических конструкций;

•	 организация деятельности учащихся с дина-
мическими объектами, что является очень 
важным для развития «понятийно-образно-
действенного» мышления.

Электронная рабочая тетрадь «Геометрия 9 
(Динамическая геометрия)» была разработана на 
основе методических идей, положенных в основу 
учебника геометрии А. Д. Александрова и др. [1]. 
Для ее создания авторами использовалась программа 
«Живая математика» [7].

Особенностями электронной рабочей тетради 
являются [5]:

•	 включение в текст динамических интерактив-
ных моделей для иллюстрации новых понятий;

•	 применение компьютерных манипуляторов 
для визуализации основных идей и поддержки 
учебно-исследовательской деятельности;

•	 использование задач, связанных с компьютер-
ным конструированием и экспериментом.

В 2012 году в дополнение к учебнику «Геометрия, 
7–9 классы» Л. С. Атанасяна и др. [2] были выпуще-
ны электронные издания «Наглядная планиметрия» 
и рабочие тетради [9, 10, 12], которые предназна-
чались для организации ознакомления учащихся 
с теоретическим материалом и решения задач с ис-
пользованием интерактивной геометрической среды 
(ИГС) GeoGebra [15]. Работа с заданиями в тетрадях 
предусматривалась параллельно с выполнением за-
даний в GeoGebra. В тетради школьники должны 
были фиксировать выполненные действия.

Основным видом задач такой тетради являются 
учебно-исследовательские задачи на визуализацию, 
трансформацию и исследование математических 
моделей геометрических объектов. Система учебно-
исследовательских задач тетрадей включает следу-
ющие блоки [11]:

•	 знакомство с понятиями, свойствами, отноше-
ниями геометрических объектов и операциями 
их воспроизведения на чертежной плоскости;

•	 упражнения на построение на чертежной пло-
скости и на листе бумаги;

•	 задачи для самостоятельного решения, рас-
положенные по степени возрастания исследо-
вательской активности учащихся.

Апробация технологии обучения планиметрии 
с использованием интерактивной геометрической 
среды и рабочих тетрадей «Наглядная планиметрия» 
более чем в сорока школах регионов России, в том 
числе в Архангельской области, показала ее жизне-
способность и продемонстрировала ряд преимуществ 
по сравнению с традиционной системой обучения. 
Использование интерактивной геометрической среды 
в процессе обучения школьников геометрии способ-
ствует повышению уровня математической подготов-

ки, личностному развитию: воспитанию у учащихся 
навыков самоконтроля, рефлексии, изменению их 
роли в учебном процессе от пассивных наблюдателей 
до активных исследователей [13].

Экспериментальная работа с рабочими тетра-
дями и электронными пособиями «Наглядная 
планиметрия», множество методических статей об 
использовании интерактивных геометрических сред 
в решении задач школьного курса алгебры [3, 13] 
послужили толчком к переносу применяемой мето-
дики обучения с использованием среды GeoGebra из 
геометрии в алгебру.

Использование рабочих тетрадей на печатной ос-
нове и интерактивных моделей к ним, разработанных 
в интерактивной геометрической среде GeoGebra, мы 
начали с актуальной темы «Решение задач с пара-
метром». Причиной выбора темы послужило то, что 
задачи с параметром входят в программу изучения 
математики профильной школы и являются одним 
из заданий высокого уровня ЕГЭ. Процент получения 
ненулевых баллов (по аналитическим материалам, 
опубликованным на сайте fipi.ru) — около 3 % 
участников экзамена. Основной проблемой в реше-
нии заданий авторы материалов отмечают недоста-
точную сформированность применения графического 
метода решения: «Без объяснений и обоснований 
на координатной плоскости отмечаются какие-то 
графики, какие-то множества и считывается мно-
жество значений параметра (иногда совпадающее 
с искомым) <…> Было много работ, в которых на 
координатной плоскости обозначено, в том числе 
верно, много объектов, а ответа на поставленный 
вопрос так и не последовало» [14, с. 19]. Трудности 
при решении таких задач обусловлены еще и тем, 
что наличие параметра заставляет не решать задачу 
по известному алгоритму и определенным методом, 
а рассматривать различные случаи, при каждом из 
которых методы решения существенно отличаются 
друг от друга. Решение задач с параметром требует 
от учащихся не только знаний свойств функций и их 
графиков, методов решения уравнений и неравенств, 
умения выполнять алгебраические преобразования, 
но также высокой культуры мышления и умения 
проводить грамотное и тщательное исследование.

Приведем пример урока-практикума по ре-
шению уравнений и неравенств с параметром 
графическим методом. Деятельность учащихся ор-
ганизована с использованием интерактивной модели 
и рабочей тетради, что помогает активизировать на 
уроке работу всех учащихся.

Работа учащихся за компьютером чередуется с ра-
ботой в рабочей тетради и разбита на четыре этапа:

1) преобразование уравнений и неравенств, опи-
сание и построение графиков в тетради;

2) проверка построения графиков с помощью 
интерактивной модели;

3) исследование зависимости количества реше-
ний задачи от параметра а с использованием 
модели;

4) самооценка и работа над ошибками в рабочей 
тетради.

Устная работа по определению групп графиков 
осуществляется с использованием анимационных 
роликов, выполненных в ИГС GeoGebra.
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Урок «Графический метод решения 
уравнений и неравенств с параметром»

Тип урока: урок-практикум.

Форма работы: самостоятельная работа учащих-
ся с использованием рабочей тетради и интерактив-
ной модели «Решение задач с параметром».

Предполагаемые результаты обучения:
•	 предметные: совершенствование навыков ре-

шения уравнений и неравенств с параметром 
на этапе обобщения знаний;

•	 метапредметные: самостоятельное осущест-
вление, контроль и корректировка деятель-
ности по решению задач с использованием 
рабочей тетради и ЭОР «Решение задач с па-
раметром»;

•	 личностные: развитие способностей к само-
стоятельной деятельности.

Оснащение урока:
•	 интерактивная доска;
•	 проектор;
•	 компьютеры;
•	 рабочая тетрадь «Графический метод решения 

уравнений и неравенств с параметром»;
•	 электронный образовательный ресурс Прак-

тикум_Параметры_Графический.ggb, создан-
ный в ИГС GeoGebra 4.2.

План урока.

№ 
п/п Этап урока Форма 

организации
Время, 

мин

1 Организационный 
момент

Фронтальная 
работа

2

2 Мотивация изучения 
нового материала

Фронтальная 
работа

3

3 Актуализация знаний 
и умений учащихся

Фронтальная 
работа 

10

4 Демонстрация реше-
ния задачи с параме-
тром

Фронтальная 
работа

15

5 Практическая работа: 
самостоятельное реше-
ние задач

Индивиду-
альная работа 
учащихся

45

6 Подведение итогов 
урока, работа над 
ошибками

Фронтальная 
работа

10

7 Домашнее задание Фронтальная 
работа

5

Ход урока
1. Организационный момент

Учитель приветствует учащихся, проверяет го-
товность к уроку.

Девиз урока: «Математику нельзя изучать, 
наблюдая, как это делает сосед» (Айвен Нивен — 
канадско-американский математик, специалист 
в теории чисел, 1915–1999).

2. Мотивация изучения нового материала
На этапе мотивации изучения нового материала 

с учащимися проводится беседа.
Учитель задает вопросы:
•	 Какую тему мы изучаем? (Задачи с параме-

тром.)
•	 Каким методом мы решали задачи с параме-

тром на прошлом уроке? (Аналитическим.)
•	 Какие еще методы решения уравнений и не-

равенств вы знаете? (Функциональный метод, 
графический метод, метод замены, комбини-
рованные методы.)

•	 Как вы думаете, какой будет тема сегодняш-
него урока? (Решение задач с параметрами 
каким-либо методом.)

•	 Чтобы догадаться, какой метод мы будем рас-
сматривать сегодня, определите, сможете ли 
вы решить это уравнение аналитическим ме-
тодом.

Задача.
При каких значениях параметра а уравнение 

a x x− = +3 1 не имеет решений; имеет одно реше-
ние; имеет два решения?

•	 С чего следует начать решение этого уравнения 
аналитическим методом? (Обе части уравне-
ния разделить на а ≠ 0.)

•	 Что будете делать дальше? (Раскроем модуль 
по определению. Решим полученные уравнения 
относительно x.)

•	 Как будете определять количество решений? 
(Проведем исследование параметра a.)

•	 Когда уравнение не будет иметь решений? 
(Если при заданном значении параметра а ре-
шение уравнения не удовлетворяет условию 
раскрытия модуля.)

•	 Итак, вы сможете решить это уравнение 
аналитическим методом. Но в чем сложность 
решения данного уравнения аналитическим 
методом? (Долго, много случаев, много преоб-
разований.)

•	 Нельзя ли для решения этого уравнения вы-
брать другой метод? Какой? (Можно. Графи-
ческий.)

•	 Каковы признаки выбора графического метода 
решения уравнения? (Определение количества 
решений и знание графика уравнения.)

У ч и т е л ь. Итак, тема нашего сегодняшнего 
урока — «Графический метод решения уравнений 
и неравенств с параметром».

3. Актуализация знаний и умений учащихся
На этапе актуализации знаний устно решаются 

задания с использованием слайдов презентации, со-
держащих записи уравнений.

Учит ель. Знание какого материала нам потре-
буется для решения уравнений и неравенств с па-
раметром графическим методом? (Знание графиков 
функций.)

Правильно. Но я бы уточнила: знание не только 
графиков функций, но и групп графиков, графиков 
не только функций, но и уравнений. Решим для этого 
следующие задания.
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Задания.

Опишите множества точек, координаты которых 
удовлетворяют уравнениям:

1) ( ) ( )õ ó a− + − =2 42 2 2; (Семейство концентри-
ческих окружностей радиуса R a=  с центром 
в точке C (2; 4), если a = 0, то это сама 
точка С.)

2) ( ) ( )õ a ó a+ + − =2 2 4; (Семейство окружностей 
радиуса R = 2 с центром в точке C, перемеща-
ющейся по прямой у =	-х.)

3) y x a= − −2 3; (Семейство углов с изменяю-

щейся вершиной 
a
2

3;−





.)

4) y = ax - 2; (Семейство прямых (кроме парал-
лельных OY), проходящих через одну и ту же 
точку M (0; -2) и имеющих изменяющийся 
угловой коэффициент k = a.)

5) y x a= + −4 5 3 ; (Семейство кривых на пло-
скости XOY, представляющих верхнюю часть 
параболы.)

6) y = (x + a)2 - a + 1; (Семейство парабол с из-
меняющейся вершиной в точке (-a; -a + 1).)

7) (x + y)2 = a2; (Семейство параллельных пря-
мых.)

Проверка осуществляется с помощью анимацион-
ных роликов, появляющихся на слайдах по щелчку 
мышью (рис. 1).

4. Демонстрация решения задачи с параметром
Демонстрация решения задачи происходит на 

интерактивной доске с использованием программы 
GeoGebra, в которой учитель выполняет построение 
графиков и проводит исследование количества ре-
шений уравнения.

Учит ель. Вернемся к нашей задаче.

Задача.
При каких значениях параметра а уравнение 

a x x− = +3 1 не имеет решений; имеет одно реше-
ние; имеет два решения?

Учит ель. Вы сказали, что для решения этого 
уравнения можно использовать графический метод.

С чего начнем решение? (Представим левую 
и правую части уравнения в виде самостоятельных 
функций: y a x= − 3  и y = x + 1.)

Что будем делать дальше? (Построим в одной 
системе координат графики функций: y a x= − 3  
и y = x + 1.)

Что представляют собой графики функций? (Вто-
рой — прямая, первый — угол с вершиной в точке 
(3; 0), величина которого зависит от параметра а.)

Изобразите графики функций в тетради, а я 
сделаю это в GeoGebra (рис. 2).

Рис. 2. Построение в системе координат графиков функций

От чего зависит количество решений уравнения? 
(От количества точек пересечения графиков.)

Так как моя модель является динамической, она 
поможет нам определить зависимость количества 
точек пересечения графиков от параметра а.

Учитель изменяет значения параметра а и де-
монстрирует возможные варианты.

Учитель. Как должны быть расположены графи-
ки, чтобы уравнение не имело решений? (Лучи угла 
направлены вниз, и один из них параллелен прямой.)

 

Рис. 1. Слайды презентации с анимацией семейства окружностей
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Как должны быть расположены графики, чтобы 
уравнение имело одно решение? (Один луч угла пере-
секает прямую.)

Как должны быть расположены графики, чтобы 
уравнение имело два решения? (Оба луча угла пере-
секают прямую.)

Найдите значение параметра а в каждом из этих 
трех случаев. (а ≤ -1, -1 < а ≤ 1, а > 1.)

5. Практическая работа: 
самостоятельное решение задач

Учитель. Далее вы будете работать самостоя-
тельно. Для оформления решения задач используйте 
рабочую тетрадь, а для проверки построения и ис-
следования — динамическую модель.

Для начала внимательно ознакомьтесь с инструк-
цией по выполнению практической работы.

Учащиеся решают задачи самостоятельно, каждый 
решает задачи в своей рабочей тетради. Ноутбук ис-
пользуется двумя учениками по очереди (рис. 3). Для 
учащихся, работающих быстро, желательно иметь 
запасной ноутбук. Как правило, проблем с использо-
ванием компьютера не возникает, так как большая 
часть работы связана с решением задачи в тетради.

Инструкция по выполнению самостоятельной 
работы.

1. Получите номер варианта самостоятельной 
работы.

2. Запишите уравнение (неравенство, систему), 
подставляя коэффициенты, соответствующие 
варианту.

3. Начните решать задание в рабочей тетради 
с преобразования уравнения, неравенства. 
Опишите графики функций, стоящие в левой 
и правой частях уравнения, неравенства. По-
стройте их в тетради.

4. Проверьте выполнение построения с помощью 
динамической модели Практикум_Параме-
тры.ggb. Для этого в желтом окне поставьте 
движки в соответствии с полученным вариан-
том. В зеленом окне выберите номер задачи 
с помощью установления флажка. Проверьте 
правильность описания и построения графи-
ков, исправьте ошибки в рабочей тетради, если 
они есть.

5. Используйте модель для исследования зависи-
мости количества решений задачи от параме-
тра а. Для этого в синем окне измените значе-
ния параметра а и наблюдайте за изменениями 
взаимного расположения графиков в системе 
координат. Ответьте на поставленный вопрос 
задачи и ответ запишите в рабочую тетрадь.

6. Сообщите учителю о своей готовности, про-
верьте ответ.

7. Оцените свою работу на каждом этапе решения 
задачи и заполните таблицу «Самооценка».

На рисунке 4 приведен пример выполнения 
пунктов 4–5 данной инструкции с помощью инте-
рактивной модели.

Рис. 3. Самостоятельное решение задач учащимися 
с использованием рабочей тетради и ноутбука

Рис. 4. Интерактивная модель «Решение задач с параметром»
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Рис. 5. Страницы рабочей тетради — пустые (а) и заполненные учащимся (б)
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На рисунке 5 приведен фрагмент рабочей тетради 
и решение задачи учащимся XI класса.

6. Подведение итогов урока, работа над ошибками
Могут быть запланированы различные варианты 

работы над ошибками, например:
•	 фронтальная работа под руководством учи-

теля — если большинство учащихся сделали 
ошибки при решении данной задачи;

•	 групповая работа — если ошибки допущены 
учащимися эпизодически в различных за-
даниях (группы формируются в зависимости 
от неверно решенного задания). Групповым 
консультантом является ученик, решивший 
данное задание верно;

•	 индивидуальная работа — если один-два уча-
щихся допустили ошибки.

При этом снова используется интерактивная 
модель.

После работы над ошибками учитель предлагает 
учащимся поставить себе оценку за урок по итогам 
выполнения заданий. Результатом практикума не 
является решение всех предложенных задач на за-
нятии всеми учащимися — каждый ученик работает 
в соответствии со своими возможностями.

7. Домашнее задание
Так как GeoGebra является свободно распростра-

няемой программой и, кроме того, на официальном 
сайте GeoGebra [15] имеется возможность работать 
с ее онлайн-версией, домашняя работа может со-
держать задания, для выполнения или проверки 
которых можно использовать данную программу.

1. Найдите все значения a, при каждом из 
которых множеством решений неравен ства 
5 3− + + ≤x x a  является отрезок.

2. Найдите все значения a, при каждом из ко-

торых уравнение a x
x

− =
+

4
5
1
 на множестве 

[0; +∞) имеет ровно два корня.
3. Найдите все положительные значения a, при 

каждом из которых система 
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 имеет единственное решение.
Замечание. Для проверки правильности решения 

задачи постройте ее модель в ИГС.

* * *
По аналогичной схеме нами разработаны и про-

ведены:
•	 уроки решения уравнений и неравенств с па-

раметром с использованием геометрических 
методов;

•	 уроки решения уравнений и неравенств с па-
раметром методом областей.

Уроки-практикумы с использованием рабочих 
тетрадей и интерактивных моделей к ним позволяют 

эффективно применять интерактивные геометриче-
ские среды, подходить к обучению дифференциро-
ванно, индивидуализировать работу с учащимися. 
Такие уроки нравятся ученикам. Многие учащиеся 
оценили урок словами: «Наконец-то я понял(а), как 
решать задачи с параметром!»

Объективными результатами эффективности ис-
пользования рабочих тетрадей являются итоги ЕГЭ 
по математике: если на пробном экзамене к задаче 
с параметром приступил один человек из 24 человек 
класса, то на основном экзамене к решению присту-
пили семь человек и все они получили ненулевые 
баллы.
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