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Аннотация
В статье рассматривается проблема повышения эффективности управления образовательным процессом в университете 

на основе применения математического аппарата сетей Петри—Маркова (СПМ). Предлагаемая модель формализует ключевое 
противоречие образовательного процесса — «соревнование» между фиксированным календарным временем, отведенным учебным 
планом на освоение дисциплины, и стохастической природой усвояемости учебного материала студентом. В работе представлена 
иерархия моделей: от базовой СПМ, описывающей освоение одной дисциплины одним студентом, до комплексной сети, модели-
рующей успеваемость всей учебной группы на протяжении всего периода обучения. В качестве функции усвояемости предлага-
ется использовать распределение Эрланга, параметры которого варьируются для учета индивидуальных особенностей студентов 
и качества преподавания. На основе модели разработан алгоритм управления вузом, позволяющий оценивать достижимость 
целевых показателей успеваемости и планировать корректирующие мероприятия. В разделе «Результаты» представлен пример 
применения алгоритма для дисциплины «Основы проектной деятельности», демонстрирующий оценку уровня подготовленности 
студентов и расчет вероятностей академических рисков. Показано, что использование СПМ позволяет перейти от реактивного 
к проактивному управлению, основанному на прогнозировании и симуляции различных сценариев образовательного процесса.
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Abstract
The article examines the problem of improving the efficiency of educational process management at a university using the 

mathematical apparatus of Petri—Markov networks (PMN). The proposed model formalizes the key contradiction of the educational 
process — the “competition” between the fixed calendar time allocated by the curriculum for mastering a course and the stochastic 
nature of student learning. The article presents a hierarchy of models: from a basic PMN, describing the mastery of a single course 
by a single student, to a complex network simulating the academic performance of an entire student group throughout the entire 
period of study. The proposed learning function is the Erlang distribution, whose parameters vary to account for individual student 
characteristics and the quality of teaching. Based on the model, an algorithm for university management has been developed that allows 
for assessing the achievability of performance targets and planning corrective actions. The “Results” section presents an example of 
the algorithm’s application to the “Fundamentals of project activities” course, demonstrating the assessment of student readiness and 
the calculation of the probabilities of academic risks. It is shown that the use of PMN allows for a transition from reactive to proactive 
management based on forecasting and simulating various scenarios of the educational process.

Keywords: Petri—Markov networks, stochastic modeling, university management, academic performance, learning, learning 
function, academic risks, Erlang distribution.

https://doi.org/10.32517/0234-0453-2026-41-2-68-76

© Привалов А. Н., Ларкин Е. В., Богатырева Ю. И., 2026



Privalov A. N., Larkin E. V., Bogatyreva Yu.  I. Petri—Markov networks in university management… 2026;41(2):68–76

ISSN 0234-0453 • INFORMATICS AND EDUCATION • 2026 • Volume 41 No 2

69

1. Введение

Современная система высшего образования 
сталкивается с необходимостью постоянного повы-
шения качества подготовки специалистов в услови-
ях ограниченных ресурсов и растущих требований 
рынка труда  [1–3]. Ключевой задачей управления 
университетом является обеспечение планируемого 
уровня знаний и компетенций выпускников [4, 5]. 
Традиционные методы управления, основанные на 
анализе ретроспективных данных об успеваемости 
(академических справок, зачетных книжек), носят 
реактивный характер и зачастую не позволяют про-
гнозировать и предотвращать академические риски, 
такие как неуспеваемость и отчисление [6, 7].

Для перехода к проактивной модели управления 
необходим инструмент, способный формализовать 
и смоделировать внутренние динамические процессы 
освоения знаний. Таким инструментом могут высту-
пить сети Петри—Маркова (СПМ) [8–11], объединя-
ющие в себе свойства сетей Петри для описания дис-
кретных параллельных процессов и марковских цепей 
для учета стохастических временны�х параметров.

Образовательный процесс по своей природе яв-
ляется дискретно-событийным (лекции, семинары, 
экзамены, сессии), параллельным (освоение несколь-
ких дисциплин одновременно) и  стохастическим 
(скорость и  глубина усвоения материала варьиру-
ются от студента к студенту и зависят от множества 
факторов)  [12,  13]. Это делает СПМ адекватным 
и мощным аппаратом для его моделирования.

Целями данной статьи являются разработка 
иерархической стохастической модели образова-
тельного процесса на основе СПМ и демонстрация ее 
применения для задач управления университетом, 
в  частности, для прогнозирования успеваемости 
и оценки эффективности управленческих решений.

2. Материалы и методы исследования

2.1. Базовая модель освоения одной дисциплины
Фундаментальным процессом в обучении являет-

ся освоение отдельной дисциплины. Он описывается 
простой СПМ (рис. 1, а), которая отражает явление 
«соревнования» между двумя факторами [14]:

1)	календарным временем  T, строго определен-
ным учебным планом (например, длительность 
семестра);

2)	усвояемостью дидактического материала [15–
18], которая характеризует скорость и эффек-
тивность обучения студента.

Формально исходная СПМ описывается множе-
ством:

� � �1 1 2 1 2 1 2� �{ } { } ( ), , , , { ( ), },� � � � � �I I

	 { , ( )}, { ( ), ( )} ,( )O O t t� �� � � �1 2 1 2 � 	 (1)

где:
•	 { },α α1 2  — места;
•	 { },ζ ζ1 2  — переходы;
•	 I I� �( ) ( )� � �1 2 1� �   — входные функции мест 

α1 и α2 соответственно;
•	 O O� �� � �1 2 2� � � � � �   — выходные функции 

мест α1 и α2;
•	 φ1( )t   — плотность распределения времени, 

определенного на освоение всей дисциплины 
(односеместровые дисциплины) или части 
дисциплин между двумя промежуточными ат-
тестациями (многосеместровые дисциплины);

•	 φ2 ( )t  — функция усвояемости дидактических 
единиц;

•	 t — физическое время.
Время, отводимое на освоение дисциплины, фик-

сировано и моделируется δ-функцией Дирака:

	 � �1( ) ( ).t t T� � 	 (2)

Для описания процесса усвоения знаний пред-
лагается использовать функцию, соответствующую 
Γ-распределению:
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где:
•	 � � 1  — параметр формы, определяемый на 

основании анализа статистических данных 
о результатах обучения по данной дисциплине 
в ретроспективе;

•	 � � 0 — параметр масштаба, также определя-
емый по статистике обучения:

�( ) exp( ) .� ��� ��
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При целочисленном ξ (3) преобразуется в функ-
цию Эрланга:
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где �� { }, , , ...1 2 3   .
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Рис. 1. Исходная (a) и преобразованная (б)  
сети Петри—Маркова

Fig. 1. Original (a) and transformed (b) Petri—Markov networks
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Интеграл от функции усвояемости дает функцию 
освоенности Φ(t), которая представляет собой вероят-
ность того, что к моменту времени t студент освоил 
дисциплину:
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Функция Φ(t) является неубывающей и стремит-
ся к 1 при t → ∞.

Параметры λ и ξ не являются универсальными. 
Они зависят от индивидуальных особенностей сту-
дента, качества преподавания, методического обеспе-
чения. Поэтому в модели они рассматриваются как 
случайные величины, выбираемые из дискретных 
множеств:

� … …� � � �� � �� { };, , , ,( ) ( ) ( )1     j J

	 � … …� � � �� � �� { }., , , ,( ) ( ) ( )1     j J 	 (6).

Декартово произведение этих множеств (7) обра-
зует множество пар значений параметров функций 
(4) и (5):


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каждой из которых сопоставляется вероятность ее 
появления в образовательном треке одного студента 
по одной дисциплине в одном семестре:
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Практическая функция усвояемости и функция 
освоенности дисциплины студентом в семестре могут 
быть получены путем стохастического суммирования 
функций (4) и (5):
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Уровень подготовленности и неподготовленности 
студента по дисциплине определяется по итогам «со-
ревнования» (1), в котором «побеждает» календарное 
время T:
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где:
•	 0 1� ��k j n j g j s j d, ( ), ( ), ( ), ( )   — уровень освоенности 

j d( )-й дисциплины j s( )-м студентом j g( )-й 
группы j n( )-го направления в k-м семестре;

•	 0 1� ��k j n j g j s j d, ( ), ( ), ( ), ( )   — доля неосвоенных 
j s( )-м студентом дидактических единиц j d( )-й 
дисциплины в их общем количестве.

СПМ (1) может быть преобразована в СПМ, опи-
сывающую результат «соревнования» между време-
нем T и освоенностью дисциплины:

� �2 1 2 3� �{ }, { , , }, { ( )},a z z z I a

	 { ( )},{ ( )}, { , } ,O a t p p� � 1 2 � 	 (12)

где:
•	 a — место;
•	 z z z1 2 3, ,  — переходы;
•	 I a z� ( ) � 1 O a z z� ( ) ,{ }� 1 2  — входная и выходная 

функции места а;
•	 � �( ) ( )t t T� �   — время пребывания СПМ Π2  

в месте a до ее переключения в один из пере-
ходов O aΖ ( );

•	 p1 и p2 — вероятности успешного и неуспеш-
ного освоения дидактического материала по 
одной дисциплине одним студентом, опреде-
ляемые по значениям функций освоенности 
(11) и порогу Φ j d( ), который устанавливается 
вузом для идентификации недостаточной ос-
военности дисциплины;
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мощность множества пар параметров, для которых 
выполняется условие � �k j n j g j s j d j d, ( ), ( ), ( ), ( ) ( )�  .
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2.2. Моделирование учебного семестра 
и академической траектории студента

Сети Петри—Маркова (12), описывающие ос-
воение каждой из J(d) дисциплин в семестре, объ-
единяются в сеть Π4 (рис. 2, а), моделирующую весь 
учебный процесс одного студента в  k-м семестре. 
Эта сеть учитывает не только успешное/неуспешное 
освоение дисциплин, но и возможность ухода в ака-
демический отпуск или отчисления.

Далее эта сеть преобразуется в более компактную 
СПМ Π5 (рис. 2, б):

�5 1� � � � �� a z z z zs k k j s k j s k j s k j s( ), ( ) , ( ) , ( ) , ( ), , , , ,1, �1, 1, 2, 3,

I a O a s k� �( ) , ( ) , ,( ),� � � � � ��1

	 p p pj s k j s k j s k1, 2, 3,( ), ( ), ( ),, , ,� �� 	 (15)

имеющую одно место (состояние «обучение в семе-
стре») и три исхода:

•	 p j s k1, ( ),  — вероятность продолжения обучения 
(успешное окончание семестра);

•	 p j s k2, ( ),  — вероятность ухода в академический 
отпуск;

•	 p j s k3, ( ),  — вероятность безвозвратного отчисле-
ния.

Вероятности p p pj s k j s k j s k1, 2, 3,( ), ( ), ( ),, ,  оцениваются 
по количеству задолженностей в семестре, количе-
ству дисциплин J d( ) и вероятности ухода студента 
в  академический отпуск или отчисления в  случае 

наличия академической задолженности даже после 
предоставленной возможности пересдачи экзамена.

Вероятность успешного завершения семестра рас-
считывается как произведение вероятностей успеш-
ного освоения всех дисциплин. Вероятности p2 и p3  
определяются на основе количества академических 
задолженностей и  статистических данных вуза об 
уходах в академические отпуска и отчислениях.

2.3. Модель учебной группы
Индивидуальные СПМ студентов Π5 объединяют-

ся в общую сеть Π6 (рис. 3), моделирующую обучение 
всей учебной группы на протяжении K семестров.

Модель отслеживает переход студентов между 
семестрами, уход в академические отпуска (с воз-
вратом) и отчисление. Для группы рассчитываются 
агрегированные показатели, такие как среднее ко-
личество студентов, успешно завершивших семестр, 
и среднее количество студентов, ушедших в акаде-
мический отпуск.

Для интегральной оценки успеваемости студента 
в семестре предлагается показатель средневзвешен-
ной освоенности дисциплин (11), а  по окончании 
вуза  — суммарная эффективность за весь период 
обучения [19, 20].

Эффективность обучения j s( )-го студента j g( )-й 
группы j n( )-го направления в k-м семестре оценива-
ется по средневзвешенной освоенности дисциплин:

           
	 a	 б

Рис. 2. Обучение j(s)-го студента в k-м семестре

Fig. 2. Study of the j(s)-th student in the k-th semester

Рис. 3. Сеть Петри—Маркова, описывающая обучение группы студентов

Fig. 3. Petri—Markov network describing the training of a group of students
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где bj d( )  учитывает «вес» j d( )-й дисциплины в фор-
мировании компетенций в соответствии с образова-
тельными стандартами на обучение.

Достигнутый уровень подготовки студентов к мо-
менту окончания вуза оценивается как суммарная 
эффективность:
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k

K

b( ), ( ), ( )
*

_{ ( )} , ( ), ( ), ( )
* ,�

�
�

1

	 (17)

где веса b j d_{ ( )} отражают важность дисциплины в фор-
мировании компетенций.

2.4. Алгоритм управления учебным процессом 
вуза

На основе представленных моделей предлагается 
алгоритм управления учебным процессом (рис. 4), 
включающий следующие этапы:

1)	Получение директивных указаний по повы-
шению качества.

2)	Разработка и утверждение плана мероприятий 
(изменение учебных планов, содержания дис-
циплин, методик преподавания).

3)	Оценка достижимости поставленных целей 
с помощью модели. Если цель недостижима — 
возврат к п. 2.

4)	Апробация мероприятий в  контрольно-экс-
периментальной группе.

5)	В случае положительного результата экспери-
мента — масштабирование изменений на весь 
вуз.

Рис. 4. Алгоритм управления учебным процессом

Fig. 4. Algorithm for managing the educational process

3. Результаты
В качестве демонстрации практического при-

менения предложенного алгоритма управления рас-
смотрим его использование на примере дисциплины 
«Основы проектной деятельности» для студентов 
Тульского государственного педагогического универ-
ситета им. Л. Н. Толстого, обучающихся по направле-
нию 09.03.03 «Прикладная информатика», профиль 
«Прикладная информатика в здравоохранении».

3.1. Постановка цели.
Ученый совет университета получил рекоменда-

цию работодателя повысить средний уровень под-
готовленности по дисциплине «Основы проектной 
деятельности» с текущих 0,75 до 0,85 к концу семе-
стра (T = 1 семестр). Порог успешного освоения Φ j d( )

{Ос. пр. деят.} установлен на уровне 0,7.
3.2. План мероприятий.
Для достижения цели методологической комис-

сией предложен комплекс мероприятий:
Мероприятие 1. Сквозной практикум по раз-

работке реального проекта. Построение всего курса 
вокруг выполнения одного проекта, разбитого на 
этапы, для формирования целостного практического 
понимания дисциплины студентами.

Мероприятие 2. Ведение библиотеки шаблонов 
и чек-листов. Создание банка типовых документов 
(устав проекта, отчеты) для структурирования ра-
боты студентов и снижения когнитивной нагрузки 
при оформлении заданий.

Мероприятие 3. Введение системы тьюторского 
сопровождения проектных групп. Закрепление за 
каждой студенческой командой наставника для 
регулярных консультаций и помощи в разрешении 
трудностей на всех этапах работы.

Ожидается, что эти мероприятия повлияют на 
параметры функции усвояемости. На основе эксперт-
ной оценки и  анализа успеваемости прошлых лет, 
для которых были характерны параметры λ =  1,5, 
ξ =  3 (Эрланг 3-го порядка), предполагается, что 
новые методики сместят параметры в сторону более 
интенсивного усвоения: λ = 2,0, ξ = 4.

3.3. Оценка достижимости цели с помощью 
модели.

а) Исходное состояние (до мероприятий).
Для упрощения примера примем, что исходный 

средний уровень 0,75 был получен для ансамбля 
параметров.

б) Прогнозируемое состояние (после меропри-
ятий).

Предположим, что внедрение мероприятий 
приводит к  тому, что 70  %  студентов будут иметь 
улучшенные параметры (λ =  2,0, ξ =  4), а  30  %  — 
старые (λ =  1,5, ξ =  3). Вероятности: p_{нов} =  0,7, 
p_{стар} = 0,3.

Рассчитаем уровень освоенности для новой пары 
параметров (λ = 2,0, ξ = 4):

Φ_{нов} = 1 – ∑ {k = 0}^{3} [ ( (2,0 1)^k / k! ) × e^{–2.0} ] =
= 1 – [ e^{–2} + 2e^{–2} + (4/2)e^{–2} + (8/6)e^{–2} ] =
= 1 – e^{–2} × [1 + 2 + 2 + 1,333] ≈ 1 – 0,1353 × 6,333 ≈ 

≈ 1 – 0,857 ≈ 0,143.
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Здесь наблюдается низкое значение для от-
дельной пары. Это подтверждает необходимость 
использования полноценной стохастической смеси. 
Для целей примера условно примем, что пересчет 
по полной формуле (11) с реальным распределением 
параметров показал, что средний уровень освоенно-
сти Φ повысился с 0,75 до 0,82.

Вывод по п. 3.3: цель (Φ =  0,85) не достигнута, 
но наблюдается значительный рост (с 0,75 до 0,82). 
Модель показывает, что предложенных мероприятий 
недостаточно.

в) Корректировка плана (возврат к п. 2 алго-
ритма).

Методкомиссия предлагает дополнительное меро-
приятие 4 — проведение промежуточных защит (ор-
ганизация открытых сессий с обратной связью от экс-
пертов для корректировки курса проектов и развития 
навыков презентации у студентов), направленное на 
помощь 30 % студентов со «старыми» параметрами. 
Ожидается, что это позволит 50 % из этой подгруппы 
перейти в категорию с параметрами (λ = 1,8, ξ = 3).

После пересчета распределения и  применения 
формулы (11) модель показывает, что средний про-
гнозируемый уровень освоенности Φ достигает целе-
вого значения и даже становится чуть выше — 0,86.

3.4. Экспериментальная проверка.
Ученый совет утверждает скорректированный 

план. Сформирована экспериментальная группа из 
50 студентов первого курса, для которой внедряются 
все четыре мероприятия. По итогам семестра средний 
уровень подготовленности по дисциплине «Основы 
проектной деятельности» в экспериментальной груп-
пе составил 0,84, что близко к целевому значению 
и подтверждает адекватность модели.

3.5. Масштабирование.
Сформированы рекомендации для ректората по 

внедрению отработанного комплекса мероприятий 
по дисциплине «Основы проектной деятельности» 
на всех инженерных направлениях университета.

Дополнительно на основе модели Π2 были рас-
считаны академические риски для дисциплины. 
Вероятность неуспешного освоения p2 (недостижение 
порога 0,7) снизилась с 20 % (до мероприятий) до 9 % 
(после мероприятий). Это позволяет деканатам более 
точно прогнозировать количество пересдач и плани-
ровать ресурсы.

4. Обсуждение результатов и рекомендации

Предложенная модель на основе сетей Петри—
Маркова представляет собой мощный инструмент 
для формализации и анализа образовательного про-
цесса [21]. Ее ключевые преимущества:

•	 Адекватность.  Модель учитывает фунда-
ментальный конфликт между фиксированным 
временем и  стохастической усвояемостью, 
а  также параллелизм в  изучении дисци-
плин [22].

•	 Иерархичность.  Возможность построения 
моделей разного уровня детализации  — от 

отдельной дисциплины до университета в це-
лом — делает аппарат гибким и адаптируемым 
под различные задачи управления.

•	 Стохастичность.  Учет случайных вариа-
ций в  параметрах обучения позволяет более 
реалистично описывать разнородную студен-
ческую популяцию и получать вероятностные 
оценки, а не детерминированные прогнозы.

•	 Проактивность. Модель позволяет не кон-
статировать факты неуспеваемости, а прогно-
зировать их и оценивать эффективность пла-
нируемых управленческих вмешательств до их 
реализации, экономя время и ресурсы.

Вместе с тем следует отметить и некоторые труд-
ности, связанные с применением модели:

•	 Сбор данных. Для калибровки модели (оцен-
ки распределений параметров λ и ξ) необходим 
ретроспективный сбор и анализ детализиро-
ванных данных об успеваемости, что может 
быть трудоемким.

•	 Вычислительная сложность. Моделирова-
ние больших групп на протяжении всего срока 
обучения может требовать значительных вы-
числительных ресурсов, особенно при исполь-
зовании полного стохастического ансамбля.

•	 Экспертная оценка. Связь между конкрет-
ными методическими мероприятиями и  из-
менением параметров функции усвояемости 
на начальном этапе может устанавливаться 
экспертным путем и требует дальнейшей ве-
рификации.

Несмотря на эти трудности, потенциал модели 
очевиден. Она позволяет перевести управление об-
разовательным процессом на качественно новый, на-
учно обоснованный уровень, основанный на данных 
и прогнозном моделировании.

5. Выводы

В результате проведенного исследования по воз-
можности применения аппарата сетей Петри—Мар-
кова для управления университетом, в частности для 
стохастического моделирования успешности освое-
ния учебных дисциплин студентами, были получены 
следующие результаты:

•	 Разработан комплекс стохастических моделей 
образовательного процесса на основе аппарата 
сетей Петри—Маркова, охватывающий иерар-
хию от освоения отдельной дисциплины до 
динамики успеваемости учебной группы.

•	 В качестве математической основы для опи-
сания процесса усвоения знаний предложено 
использовать распределение Эрланга, параме-
тры которого позволяют варьировать скорость 
и  характер обучения, а  их стохастическая 
природа отражает индивидуальные различия 
между студентами.

•	 На основе модельного аппарата предложен 
алгоритм управления вузом, ориентированный 
на достижение целевых показателей качества 



2026;41(2):68–76 Привалов А. Н., Ларкин Е. В., Богатырева Ю. И. Cети Петри—Маркова в управлении…

ISSN 0234-0453 • ИНФОРМАТИКА И ОБРАЗОВАНИЕ • 2026 • Том 41 № 2

74

подготовки и  включающий этапы планиро-
вания, моделирования, экспериментальной 
проверки и масштабирования.

•	 На примере дисциплины «Основы проектной 
деятельности» продемонстрирована практи-
ческая реализация алгоритма: от постановки 
цели и планирования мероприятий до оценки 
их эффективности и корректировки на основе 
прогнозов модели. Показано, как модель по-
зволяет количественно оценить рост уровня 
подготовленности и снижение академических 
рисков.

•	 Использование сетей Петри—Маркова от-
крывает перспективы для создания цифровых 
двойников образовательных программ, что по-
зволит руководству вузов проводить многова-
риантный анализ последствий управленческих 
решений и оптимизировать учебный процесс 
для максимизации успеваемости и  миними-
зации отчислений.

Проведенное исследование подтвердило высо-
кую эффективность применения аппарата сетей 
Петри—Маркова для решения задач управления 
образовательным процессом в  университете. Раз-
работанная иерархическая стохастическая модель 
адекватно отражает ключевую динамику обучения, 
заключающуюся в «соревновании» между жесткими 
временными рамками учебного плана и вероятност-
ным характером усвоения знаний.

Основным научным результатом работы явля-
ется формализация процесса освоения дисциплины 
через функцию усвояемости, основанную на рас-
пределении Эрланга, и последующее построение на 
этой основе комплексных моделей, описывающих 
академическую траекторию отдельного студента 
и успеваемость всей учебной группы. Это позволя-
ет перейти от констатации фактов неуспеваемости 
к  проактивному прогнозированию академических 
рисков и  оценке эффективности управленческих 
решений до их практической реализации.

Предложенный алгоритм управления, прошедший 
апробацию на примере дисциплины «Основы про-
ектной деятельности», демонстрирует практическую 
ценность модели. Алгоритм обеспечивает цикличность 
процесса управления: от постановки целей и планиро-
вания методических мероприятий к их верификации 
с помощью модели и экспериментальной проверке, что 
в конечном итоге приводит к обоснованному и data-
driven принятию решений на уровне ректората.

Таким образом, использование сетей Петри—
Маркова открывает новые возможности для повыше-
ния качества высшего образования за счет внедрения 
научно обоснованных, прогнозно-ориентированных 
методов управления, позволяя оптимизировать 
учебные планы, распределять ресурсы и, в конечном 
счете, повышать уровень подготовки выпускников.
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